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О представлении операторов обобщённого дифференцирования Гельфонда — 
Леонтьева в односвязной области* 


А. В. Братищев 


Установлен ряд новых свойств мультипликатора. Описан класс односвязных областей, мультипликатор кото- 
рых есть связное множество. Этот класс характеризуется наличием спиралей у мультипликатора. Пусть далее 
оператор обобщённого дифференцирования Гельфонда — Леонтьева непрерывен в пространстве функций, 
аналитических в односвязной области С комплексной плоскости. Известно, что он представим в виде опера- 
тора обобщённой свёртки. Её ядро порождается многозначной функцией одного переменного. Назовём муль- 
типликатором С множество МС) со свойством М(С)"С ЕС. Пусть мультипликатор области связный и не совпа- 
дает с единицей. В работе доказано, что при данных условиях рассматриваемые функции будут однозначными. 
Если мультипликатор области несвязный, то всегда найдётся оператор обобщённого дифференцирования 
Гельфонда — Леонтьева, порождающая функция которого будет многозначной. 

Ключевые слова: мультипликатор области, обобщённая производная Гельфонда — Леонтьева, ядро опера- 
тора. 


Введение. Рассматриваемые в статье задачи входят в направление исследований, представленное 
работами [1—7]. Пусть С— односвязная область в комплексной плоскости С, и последовательность 


ограниченных расширяющихся областей {С,}ТС с кусочно-гладкой границей исчерпывает С. 
Н(б) — пространство Фреше аналитических в С функций с топологией равномерной сходимости 
на компактах. 2 (Сб) — пространство непрерывных в Н(б) линейных операторов. Используются 


обозначения предыдущей статьи [8], связанные с интегральным в форме Кете представлением этих 
операторов [3]. 

Под оператором обобщённого дифференцирования Гельфонда — Леонтьева (ООД) пони- 
маем линейный непрерывный в Н (с ) оператор, действующий на последовательности степеней по 


правилу 02” := 4,2”, пеМ, 01:0 [6]. При этом функция а (2):= »`4,2” называется порож- 


п=0 
дающей функцией ООД. Пространство операторов Гельфонда — Леонтьева обозначим 2, (с ). В 
диссертации [7] получена такая характеризация и представление ООД. 
ЛЕММА 1. Определённое на последовательности степеней {2”] отображение 


р: 02" = АТ п=№, 01:=0, расширяется до линейного непрерывного в Н(с) тогда и 


только тогда, когда ряд 4 (2):= »`4,2” сходится в окрестности начала координат, и функциональ- 


п=0 


5 2 1 
ный элемент “(= || >-, 2-2. <Е, аналитически продолжается в каждую односвязную об- 
Е 


ласть б, хС,, ПЕМ. Имеет место интегральное представление 


1 1 2 
ыы та 2 а, 
[у] (2) и ГУ) ч[ а ЕС, 





* Работа выполнена в рамках инициативной НИР. 
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Назовём мультипликатором множества С, <С по множеству 6, <С множество 


М (6,,6,) ={2еС:2.6, < б,}. Для мультипликатора справедливо равенство 


(6; 6“ № =М(б,,6,) [9]. В частности, мультипликатором множества С назовём множество 
М(б):={2еС:2.б сб}. Очевидно, 1= М(б). 

ТЕОРЕМА. Пусть Сесть односвязная область. В случае несвязного мультипликатора М (с ) 
всегда найдётся ООД, для которого функция @(Ё) многозначная, а в случае связного М (С) = {1} 


функция 4 (Ё) локально аналитическая и однозначная на Сб”". 


Основная часть. В следующей лемме доказаны необходимые свойства мультипликатора области 
и получено аналитическое описание класса односвязных областей, мультипликатор которых содер- 
жит спираль. 

ЛЕММА 2. Пусть С — односвязная область в С ‚ тогда: 


1) множество М(6)Ц {0} Ц {<} замкнуто; 
2) если единичная окружность 5 (0,1) < М(б), то 6 =2(0,К) либо © =С. 
Обратно, если © =2(0,Ю) или С = С, то соответственно М (6) =2 (0,1) и М(б)=С; 


3) пусть мультипликатор М (С) является связным, тогда: 





а) пусть О=М(б). 3=>0 2(0,=) < М(б6) <> бограничена. Если Сне ограничена и = С ‚то 0=б 
и М(б)<2(0,1); 

6) в случае 0 «С существует спираль с началом в точке 1, наматывающаяся на точку 0 или на 
точку со — = [2 = ехр [лем > о} =М(С), Ф, = ПК + % ‚ и существует полунепрерывная 
сверху на (-,-+°) функция К (х) со связной областью определения {х : К (х) < <} ‚ которая опре- 
деляет область б по формуле б = {2 = ехр {^е?'} ЕК (гят(ф, -Ф)) < гсоз(ф, - Ф)} р 

в) в случае 0 еС существует наматывающаяся на точку 0 спираль Е = М (С), % < Фу < 3% ‚И 


(-2пс0$Ф‚) — периодическая полунепрерывная сверху на (—, +) функция К, (х), которая за- 


даёт границу области С по формуле 


го орка, [к дно, * и ее 





с05 Ф, 
4) дополнение С’ в случае |Ф - п < ий представляет собой пучок спиралей с вершиной в беско- 


нечности, а в случае |ф,| < % — пучок с вершиной в нуле. 


Доказательство. Болышая часть утверждений 1) — За) доказана в [7]. Прочие доказываются ана- 
логичным образом. 

Докажем 36). Так как континуум С содержит точки 0, со, то на Сб можно выделить ветвь 
функции и/ = тг, являющуюся однолистной и открытой. Область А := пб односвязная. При этом 


мультипликатор М(б) преобразуется в вычет $(К) этой области К: 2.б еб > Ш2+В ск. 


5 (К) =ПМ (С). По условию точка 0 = п1 е Е является предельной для мультипликатора $(К). 
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По лемме [9] существует луч / := ем р с] <5(К). Тогда спираль 


5 = [2 = ехр Деми о 
9 


Р 
Если бы ф, =пА+ 1, то $ :=[2 =ехр(+//}: г20} =5(0,1) < М(6), и по пункту 3) 


0 


С = 2(0,к) ‚ что невозможно по условию. Согласно лемме [8] А задаётся полунепрерывной сверху 


М 


М (с). 


[& 


на (-,+%) функцией К(х) со связной областью определения {х:К(х)<°] по формуле 
К = [и = ге®'; К ( эт (фо — Ф)) < г с0$ (ф, — $} . Обратное конформное отображение 7=е” даёт 
такое представление исходной области С: 
б= {2 = ехр{и/} = ехр {ле | : К (гэт(Фь -Ф)) < г 00$ (Фь — Ф)} 

Зв) Продолжим п2 из какой-либо точки области С | {0} . Получим аналитическую функцию 
и/ =[п7 на римановой поверхности 2, с логарифмической точкой ветвления 2 =0. и/ =[/п27 од- 
нолистно и открыто отображает /Д, на 2п/ -периодическую односвязную область А := [п (б \ {0} , 
содержащую некоторую левую  полуплоскость Тти/<а. Покажем, что множество 
5 (К) := "(М (6) \ {0}) совпадает с вычетом области К. Выберем и/, := 12, +21А7, 2, =М(С)\ {0} 
и и’ := 2, +21//, 2 ЕС\{0}. Так как  2д.деб, 10 по — определению 
и +и/, =Ш2, - 2, +2п1(К +/)ГеК. Тоесть $(В) состоит из точек вычета области. Остаётся пока- 
зать, что 5 (К) содержит все точки вычета. 

Пусть и’ #0 и Уи :=2+21/ ЕЕ И +ИЕАД. ПОЛОЖИМ 2, :=6"° > 22 ее“ =Сб\{0}. 


Так как 2, О еС,то 2) еМ(б) => и, =Ш2, е$(К) . Так как 1 есть предельная точка М (6), то 0 





— предельная точка $(К) = 3$, = (№ 3%) 5 <М(б) = существует полунепрерывная 
сверху на (—, +») функция К(х) со связной областью определения {х: К (х) <}, которая яв- 
ляется границей области т. =А ‘ехр|( -)7: К. = {2 =х+у:К(х) < у}, и определяет Ю 


по формуле А = [и = ге?! : К ( эт (фо — Ф)) <гс0$ (ф, — $). Как и в предыдущем пункте тогда 


б\ {0} = {2 =ехр{и} = ехр {ге | : к( т (Ф. -$Ф)) < г с0$ (Ф, -$}} : 


У=ЁЕ 
что точки А (#)+#, К (ЕЁ) +(Ё+2п)/ еГА следует, что их образы 
х+К(х)/ = (к (+) е|(Ф - 16), ж+ж)! = (6 (Е) + (Е +21) ехр|(Ф - 6) еГА,,. 
Расписывая эти равенства, получаем системы: 
| = К (Е) пФ, - Ёс05Ф, | = № (Ё#+2п)$тф, - (Ё + 2п) с0$ф, =х - 21605, 


Хх =К, (Ё ь 
Пусть °( ) Ре (-°, +0) уравнение 2п/ -периодической границы области К. Из того, 


К(х) = К (Е) со5ф, +Ётф,' |К(х,) = К (Ё+2п) с0$ф, + (#+2п)пф, = К (х)+2п5тф, 
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То есть функция К (х) удовлетворяет функциональному уравнению 
К(х-2псо5ф,) =К(х)+ 2п5тф,. Обозначим к, (х):=К(х)+19ф,-х полунепрерывную сверху 
на (-о, +) функцию. Так как «, (х — 2пс0$Ф, ) = К (х), то она (-2пс0$ф, ) -периодическая. 


К (Е) =К(х)с0$ф, + ХФ, 


Решение первой системы даёт уравнение границы области: 


Е=К(х)этФфь —Х 60$ Ф, 
Гб = [ежр{к, (#) +8} :Ёе (-ю,+®}} = 
= |ехр((к (х) сз Ф. +х эф, } + (К (х)тф, — хсо$ф, ) 7 Хе (еее) = 
= | | (х)со$ фу + |к (х)этфь, — И ХЕ (-—, =) 


4) Комплексную плоскость, в которой находятся М (6 р С , обозначим С, ; комплексную 





плоскость, в которой находятся К := тб (16), 5 (Е) ‚ обозначим С„ ; наконец, комплексную плос- 
кость, в которой находятся ® :=А. ехр (№ -Ф)7 обозначим С, . Последняя задаётся полуне- 
Фо 


пре ЫВНОЙ сверх функцией К(х ‚а её мультипликато содержит луч Г Ух еС, вертикальная 
п/2 у 


прямая Веу = х распадается налуч х+А(х)!-+(/, |0] К ине пересекающуюся с А  остав- 
п/2 ф ф 


0 


шуюся часть. Эта прямая поворотом на угол ф, — % ‚ преобразуется в прямую, которая состоит из 


луча (х + к (хер (Ф, =) +[! \0}) сК=1С и оставшейся части, не пересекающейся с 
9 

В =ШС. В свою очередь последняя прямая с помощью 2п/-периодического отображения 

2=ехр{и} преобразует в спирали 2=г“%®” ехр{х//со5ф,!, проходящие через точки 


ехр{х//со5 ф, } единичной окружности и наматывающиеся на точки 0 и ©. При этом луч 


= 51. преобразуется в спираль г = {ехр&Е с0$ф, +Ё $1Ф/ :Ё > 0} = раю = м (С), ко- 


0 


торая наматывается на 0, если |ф, -п|< И и на со, если |ф,| < % . Поэтому область С в первом 
случае представляет собой пучок спиралей с вершиной в нуле, а во втором — пучок с вершиной на 
бесконечности. Дополнение С’ наоборот, в случае |Ф _ п < ри есть пучок спиралей с вершиной 
на бесконечности, а в случае |ф, | < т — пучок с вершиной в нуле. Отсюда, в частности, следует 
связность любого пересечения 2,6”" |2,б”", 2,,2, е С . Лемма доказана. 

Доказательство теоремы. Выберем по точке в двух компонентах связности вычета $ (с | 
С ЕК,, СЕК, , и образуем линейный оператор 


[4 ](2) = й Уи аи + ибн | ее 


2/6 у Гбу-1 











2/62 2 
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Его порождающая функция 4 (2):= "(2 


локально аналитическая на Сб”" = (м (6) ‚ НО МНО- 
2 


гозначная, так как при обходе переменной 2 одной из компонент К, значение @(2) изменится на 
слагаемое 2п/. 
Пусть теперь мультипликатор М (С) связный и = {1} . Согласно лемме 1 функция 4 (6) ана- 


литическая в окрестности нуля и аналитически продолжается в каждую область 2. в 2 Е С, ‚ ПО 


2 2 В 
формуле а 9-54[2.2). Остаётся доказать однозначность этого продолжения на 


С ЦС 
66’ = (м(6))". Пусть 6 е6бб’', %=0, и для Веб’, 2,266 & 1-2. 
1 2 
Ра 2, 2-1 РА 2, 2-1 
== т’ на 2, бу ‚и = * 1,2 на 27, С, ’. По теореме единственности то- 





2 2 
2 2 2 2 о 
гда 4(0)= - «| :, = й «(| - ‚» на связной компоненте открытого множества 


СА ВС ОЕ 
до 6 


В силу пункта 4 леммы 2 множество 2,б”" Г] 2,б”" связное, и потому находится в этой 





з 2. [2 Ре 7 
связной компоненте. В частности, в точке $ @(%)= и :,2)- Ш в. или 
С #7 С С, 
1 
#К(,2,)= 
1 


р 
Е 


ЖЕ) 


Теорема доказана. 
ЗАМЕЧАНИЕ. В частном случае М(С) = (0,1) теорема была доказана в [6], а в случае, 


когда С есть звёздная относительно начала координат область — в работе [10]. 

Заключение. Получено геометрическое описание односвязных областей С, имеющих связный 
мультипликатор. Этот класс областей характеризуется тем, что ядро любого ООД Гельфонда — 
Леонтьева из 2, (С) порождается однозначной аналитической функцией. 
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ОМ РКЕЗЕМТАТТОМ ОЕ СЕГРОМО-—ТЕОМТТЕУ ОРЕКАТОВ$ ОЕ СЕМЕКА|Т2ЕО 
ОТЕРЕВЕМТТАТТОМ 1№ $1МРЕУ СОММЕСТЕО ВЕСТОМ^ 


А. М. Вган$ВсНем 


$оте пеи ргорегез оЁ те тшНрИЕГ аге дЕегттеа. А с/а5$ оЁ “тру соппесеа гедоп$ ипо5е ти НриИЕег 5 а 
соппесеа $е{ 15 аезспред. Три сах [5 спагасейгеа Бу {те ауайа Шу о! р/га/5 т а тиИриег. [еЁ те беюпа-— 
[еопбвеу депега!геа а@тегепваНоп орегаюог Бе сопйпиои$ т {пе 5расе оЕ!1е апа/уйс Гипс@йоп$ т ятр/у соппецеа 
гедюп с оРа сотрех р/апе. 1# 15 Кпоит {0 Бе ргезетще4 аз ап орегаюг оЁ депега/ сотр/ех сопио/ивоп. ТВе сопуо- 
|ибоп Кегпе! 15 депегаеа Бу {пе тапу-уа!иеа ипсНоп оГопе уапа Е. Тре 5ЕЁ М(С) ийН {пе ргорейу М(С)"СсС 1/5 
са/еа ти!Ир/ег С. [еЕ {те гедоп тиЕриег Бе соппесе4, апа ! 40е$ поЁ айдт ин аепу. 1+ 15 ргоуеа т Ве рарёг 
{раЕ {пе ГипсНоп$ ипаег сопуаегайоп и!!! Бе ипмаг/епЕ ипдЕГ {пезе сопа оп. 1Е тиЕрРИЕГ С 15 ипсоппеце4, Пеп 
{Леге [5 аиауз а депега/!геа аЙегепйайоп бе/опа-——Ёеопёеу орегаюг ийй а тапу-ма/иеа депегайпд ипсйоп. 
Кеуигога$: ти/Нр/ег ога гед/оп депегайгеа беопа-—Ёеопвеу 4епуавуе, орегаюг Кете/. 





* Тпе гезеагсй 15 допе м/и {пе ате оЁ {Не паерепаег* В&О. 


27 


